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Àííîòàöèÿ
Äëÿ òîíêîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû ñî ñâîáîäíûìè ãðàíÿìè ñ èñïîëüçîâàíèåì òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ óíêöèé íàéäåíû òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñâî-
áîäíûõ êîëåáàíèÿõ, ñîðìóëèðîâàííîé íà îñíîâå òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé òåîðèè óïðó-
ãîñòè, ïðåäâàðèòåëüíî óïðîùåííûõ ïóòåì ââåäåíèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ î ðàâåíñòâå íóëþ
íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ â íàïðàâëåíèè òîëùèíû ïëàñòèíû.
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óïðîùåííàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàäà÷à, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå áàçèñíûå óíêöèè, ìåòîä
Áóáíîâà, ÷àñòîòà êîëåáàíèé, îðìà êîëåáàíèé, áåññäâèãîâàÿ îðìà, èçãèáíî-ñäâèãîâàÿ
îðìà, ÷èñòî ñäâèãîâàÿ îðìà.
Ââåäåíèå
Ñîðìóëèðîâàíà ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàäà÷à î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ òîíêîãî îð-
òîòðîïíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà (ïëàñòèíû) ñî ñâîáîäíûìè ãðàíÿìè,
îñíîâàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè, ïðåäâàðè-
òåëüíî óïðîùåííûõ çà ñ÷åò ââåäåíèÿ äîïóùåíèÿ î ðàâåíñòâå íóëþ íîðìàëüíîãî íà-
ïðÿæåíèÿ â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè (òîëùèíû ïëàñòèíû). Èñïîëüçóÿ âî âñåõ òðåõ
íàïðàâëåíèÿõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óíêöèè â êà÷åñòâå áàçèñíûõ è óäîâëåòâîðÿÿ
âñåì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ñîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è íà îñíîâå ìåòîäà Áóáíîâà,
ìû íàøëè åå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, äîïîëíÿþùèå ðåøåíèÿì íåóïðîùåííûõ çà-
äà÷ î ïëîñêèõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ áåññäâèãîâûõ îðìàõ êîëåáàíèé, êîòîðûå áûëè
ïîñòðîåíû ðàíåå óêàçàííûì ìåòîäîì. Óñòàíîâëåíî, ÷òî íåêîòîðûå èç íàéäåííûõ
ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþò íå ðàâåíñòâó íóëþ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé, à îòñóòñòâèþ
ïåðåìåùåíèÿ â íàïðàâëåíèè òîëùèíû. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì ÷àñòîòû êîëåáàíèé
âåñüìà áëèçêè ê àíàëîãè÷íûì ÷àñòîòàì, êîòîðûå ðàíåå áûëè íàéäåíû èç óðàâíåíèé
ïëîñêîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè è èìåþò ìåñòî äëÿ ïëàñòèíû ëèøü ïðè âûïîëíå-
íèè îïðåäåëåííûõ óñëîâèé, ñâÿçûâàþùèõ ìåæäó ñîáîé ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû
ïëàñòèíû, êîýèöèåíòû Ïóàññîíà ìàòåðèàëà è âîëíîâûå ÷èñëà. Óñòàíîâëåíî,
÷òî íåêîòîðûå íàéäåííûå ðåøåíèÿ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò íåíóëåâûå ïîïåðå÷-
íûå ñäâèãîâûå äåîðìàöèè, ýêâèâàëåíòíû èçãèáíî-ñäâèãîâûì è ÷èñòî ñäâèãîâûì
îðìàì êîëåáàíèé, îïðåäåëÿåìûì èç óðàâíåíèé óòî÷íåííîé òåîðèè ïëàñòèí òèïà
Òèìîøåíêî.
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
àññìîòðèì, êàê è â [1℄, äåîðìèðóåìîå óïðóãîå òåëî â âèäå ïðÿìîóãîëüíîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà (ïëàñòèíû) ñî ñòîðîíàìè a , b , h , âûïîëíåííîãî èç îðòîòðîïíîãî
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ìàòåðèàëà ñ îñÿìè îðòîòðîïèè, ñîâïàäàþùèìè ñ îñÿìè x , y , z ïðÿìîóãîëüíîé
äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïîëàãàåì ãðàíè x = 0 , x = a , y = 0 , y = b è
z = 0 , z = h ñâîáîäíûìè, à îäèí èç ðàçìåðîâ íàìíîãî ìåíüøå îñòàëüíûõ, òî åñòü
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ a ≫ h , b ≫ h . Ïðèíèìàÿ äëÿ íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé
ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ, óðàâíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è î ñâîáîäíûõ êîëå-
áàíèÿõ è ñîîòíîøåíèÿ îáîáùåííîãî çàêîíà óêà çàïèøåì â âèäå (ρ  ïëîòíîñòü
ìàòåðèàëà, ω  êðóãîâàÿ ÷àñòîòà ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé)
∂σx
∂x
+
∂τxy
∂y
+
∂τxz
∂z
+Ω 2 u = 0,
∂τxy
∂x
+
∂σy
∂y
+
∂τyz
∂z
+Ω 2 v = 0,
∂τxz
∂x
+
∂τyz
∂y
+
∂σz
∂z
+Ω 2, Ω 2 w = ρω 2,
(1.1)
σx = g11
∂u
∂x
+ g12
∂v
∂y
+ g13
∂w
∂z
, τxy = G12
( ∂u
∂y
+
∂w
∂x
)
;
g11 = E1 (1− ν23 ν32)/∆,
g12 = g21 = E2 (ν12 − ν13 ν32)/∆ = E1 (ν21 − ν23 ν31)/∆;
−−−→
x, y, z
←−−−
;
−−−→
1, 2, 3
←−−−
,
(1.2)
ãäå ∆ = 1− ν12 ν21− ν23 ν32− ν31 ν13− 2 ν12 ν23 ν31 , E1 ν21 = E2 ν12 , E2 ν32 = E3 ν23 ,
E3 ν13 = E1 ν31 , ν12 ν23 ν31 = ν21 ν32 ν13 , à Eα , Gαβ , Eαβ  óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè
îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà.
Òàê êàê íà ãðàíÿõ z = 0 , z = h èìåþò ìåñòî ñòàòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
τxz(0, h) = 0, τyz(0, h) = 0, σz(0, h) = 0, (1.3)
òî ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî z óðàâíåíèÿ (1.1) â ñèëó (1.3) ïðåäñòàâèìû â âèäå
h∫
0
( ∂σx
∂x
+
∂τxy
∂y
+Ω 2 u
)
d z = 0 ,
h∫
0
( ∂τxy
∂y
+
∂σy
∂y
+Ω 2 v
)
d x = 0, (1.4)
h∫
0
( ∂τxz
∂x
+
∂τyz
∂y
+Ω 2 w
)
d z = 0 .
Åñëè äàëåå ïðèíÿòü óñëîâèå σz ≡ 0 äëÿ âñåãî ðàññìàòðèâàåìîãî òåëà (óñëîâèå
ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ), òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòíîøåíèé óïðóãîñòè
(1.2), ïðåîáðàçîâàííûõ ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ σz ≡ 0 ê âèäó
σx = E
∗
1
(
∂u
∂x
+ ν21
∂v
∂y
)
; σy = E
∗
2
(
∂v
∂y
+ ν12
∂u
∂x
)
; τxy = G12
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
,
è ââåäåíèè èçâåñòíûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé σx = σx(x, y), . . . ,
τxz = τyz = 0 èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.4) âûäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ïëîñêîé çàäà÷è
òåîðèè óïðóãîñòè â ïåðåìåùåíèÿõ
E∗1
∂
∂x
(
∂u
∂x
+ ν21
∂v
∂y
)
+G12
∂
∂y
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
+Ω 2 u = 0,
E∗2
∂
∂y
(
∂v
∂y
+ ν12
∂u
∂x
)
+G12
∂
∂x
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
+Ω 2 v = 0,
(1.5)
ãäå E∗1 = E1/(1− ν12 ν21) , E
∗
2 = E2/(1− ν12 ν21) .
ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÅØÅÍÈß ÏÎÑÒÀÍÑÒÂÅÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È. . . 197
Ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ(
∂u
∂x
+ ν21
∂v
∂y
) ∣∣∣∣∣
x=0, a
= 0,
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
) ∣∣∣∣∣
x=0, a
= 0,
(
∂v
∂y
+ ν12
∂u
∂x
) ∣∣∣∣∣
y=0, b
= 0,
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
) ∣∣∣∣∣
y=0, b
= 0
(1.6)
â ðàáîòå [2℄ íàéäåíû òðè òî÷íûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1.5). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðâûì
èç íèõ ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿþòñÿ ïî îðìóëå
Ω 2 =
E∗1 λ
4
n + E
∗
2 λ
4
k − 2 ν12E
∗
2 λ
2
k λ
2
n
λ2n + λ
2
k
, λn =
npi
a
, λk =
k pi
b
, n, k = 1, 2, . . . ,
(1.7)
â êîòîðîé ïàðàìåòðû âîëíîîáðàçîâàíèÿ λn , λk íè÷åì íå îãðàíè÷åíû, à äâà äðóãèõ
ðåøåíèÿ äîñòàâëÿþò îðìóëû
Ω 2 = E1 λ
2
n/
(
1 + ν12
)
, (1.8)
Ω 2 = E2 λ
2
k/
(
1 + ν21
)
, (1.9)
ïðè÷åì îðìóëå (1.8) ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå ïðè λ2k = ν12 λ
2
n , à îðìóëå (1.9) 
ðåøåíèå ïðè λ2n = ν21 λ
2
k .
Íå êîììåíòèðóÿ ïîêà óêàçàííûå âûøå ðåøåíèÿ äâóìåðíîé çàäà÷è (1.5), (1.6),
ñîðìóëèðóåì ïðîñòðàíñòâåííóþ çàäà÷ó âèäà
f1=E
∗
1
∂
∂x
(∂u
∂x
+ ν21
∂v
∂y
)
+G12
∂
∂y
(∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
+G13
∂
∂z
(∂u
∂z
+
∂w
∂x
)
+Ω2u = 0,
f2=G12
∂
∂x
(∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
+ E∗2
∂
∂y
(∂v
∂y
+ ν12
∂u
∂x
)
+G23
∂
∂z
(∂v
∂z
+
∂w
∂y
)
+Ω2v = 0,
f3 = G13
∂
∂x
( ∂u
∂z
+
∂w
∂x
)
+G23
∂
∂y
( ∂v
∂z
+
∂w
∂y
)
+Ω 2 w = 0,
(1.10)
( ∂u
∂x
+ ν21
∂v
∂y
) ∣∣∣∣∣
x=0, a
= 0,
( ∂u
∂y
+
∂v
∂x
) ∣∣∣∣∣
x=0, a
= 0,
( ∂u
∂z
+
∂w
∂x
) ∣∣∣∣∣
x=0, a
= 0, (1.11)
( ∂v
∂y
+ ν12
∂u
∂x
) ∣∣∣∣∣
y=0, b
= 0,
( ∂u
∂y
+
∂v
∂x
) ∣∣∣∣∣
y=0, b
= 0,
( ∂v
∂z
+
∂w
∂y
) ∣∣∣∣∣
y=0, b
= 0, (1.12)
( ∂u
∂z
+ ν12
∂w
∂x
) ∣∣∣∣∣
y=0, b
= 0,
( ∂v
∂z
+
∂w
∂y
) ∣∣∣∣∣
y=0, b
= 0, (1.13)
êîòîðàÿ ñëåäóåò èç íåóïðîùåííîé ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è, òî÷íûå ðåøåíèÿ êîòî-
ðîé íàéäåíû â [1℄ ïóòåì ââåäåíèÿ åäèíñòâåííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ σz ≡ 0 äëÿ âñåãî
îáúåìà òåëà.
Ñîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à (1.10)(1.13) èìååò äâà òî÷íûõ ðåøåíèÿ
Ω 2(x) = E
∗
1 λ
2
n, u = U(x) = Un cosλn x, v = 0, w = 0, (1.14)
Ω 2(y) = E
∗
2 λ
2
k, u = 0, v = V (y) = Vk cosλk y, w = 0, (1.15)
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êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïðåäåëüíûì ñëó÷àÿì b/a → ∞ , a/b → ∞ , íî íå óäîâëå-
òâîðÿþò ââåäåííîìó èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ
g˜13
∂u
∂x
+ g˜23
∂v
∂y
+ g˜33
∂w
∂z
= 0, (1.16)
ãäå g˜13 = ν13 + ν12 ν23 , g˜23 = ν23 + ν21 ν13 , g˜33 = 1− ν12 ν21 .
Â ðàìêàõ ïëîñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ðàâåíñòâî (1.16) ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ
óíêöèè w ïîñëå îïðåäåëåíèÿ óíêöèé u , v èç ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.5), (1.6).
2. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.10)(1.13) ñ èñïîëüçîâàíèåì
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ óíêöèé
Åñëè ïåðåìåùåíèÿ u , v , w , ñëåäóÿ [1, 2℄, ïðåäñòàâèòü â âèäå
u = um sinλm z + u˜m cosλm z, v = vm sinλm z + v˜m cosλm z,
w = wm sinλm z + w˜m cosλm z, λm = mpi/h,
(2.1)
òî ïîñëå óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.13) è èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèé
wm = wmk sinλk y + w˜mk cosλk y, w˜m = wmk sinλk y + w˜mk cosλk y,
um = umk sinλk y + u˜mk cosλk y, v˜m = vmk sinλk y + v˜mk cosλk y
ìîæíî ïîëó÷èòü:
u=−
1
λk
(
w xmk sinλky+w˜
x
mk cosλky
)
sinλmz+
(
umk sinλky+u˜mk cosλky
)
cosλmz,
v=−
λk
λm
(
wmk cosλky+w˜mk sinλky
)
sinλmz+
(
vmk sinλky+v˜mk cosλky
)
cosλmz,
w=
(
Wmk sinλky+W˜mk cosλky
)
sinλmz+
(
wmk sinλky+w˜mk cosλky
)
cosλmz,
(2.2)
ãäå w xmk = ∂wmk/∂x , w˜
x
mk = ∂w˜mk/∂x .
Ïîòðåáîâàâ òåïåðü â âûðàæåíèÿõ (2.2) óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
(1.12), ïîëó÷èì çàâèñèìîñòè
Wmk =
λm
λk
v˜mk, umk = −
1
λk
v˜ xmk, vmk = −
ν12
λk
u˜ xmk,
à ïðè èõ èñïîëüçîâàíèè, à òàêæå ïðåäñòàâëåíèé{
u˜mk , umk , wmk , w˜mk vmk , v˜mk , W˜mk ,Wmk
}T
=
=
{
umkn , Umkn , wmkn , ψmkn vmkn , Vmkn ,Wmk , ϕmkn
}T
sinλk x+
+
{
u˜mkn , U˜mkn , w˜mkn , ψ˜mkn v˜mkn , V˜mkn , W˜mkn , ϕ˜mkn
}T
cosλn x ,
âìåñòî (2.2) áóäåì èìåòü:
u = −
1
λm
[
λn
(
wmkn cosλn x− w˜mkn sinλn x
)
sinλk y +
+ λn
(
ψmkn cosλn x− ψ˜mkn sinλn x
)
cosλk y
]
sinλm z +
+
[ (
Umkn sinλn x+ U˜mkn cosλn x
)
sinλk y +
+
(
umkn sinλn x+ u˜mkn cosλn x
)
cosλk y
]
cosλm z, (2.3)
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v = −
λk
λm
[ (
wmkn sinλn x+ w˜mkn cosλn x
)
cosλk y −
−
(
ψmkn cosλn x+ ψ˜mkn sinλn x
)
cosλk y
]
sinλm z +
+
[ (
vmkn sinλn x+ v˜mkn cosλn x
)
sinλk y +
+
(
Vmkn sinλn x+ V˜mkn cosλn x
)
cosλk y
]
cosλm z, (2.4)
w =
[ (
ϕmkn sinλn x+ ϕ˜mkn cosλn x
)
sinλk y +
+
(
Wmkn sinλn x− W˜mkn cosλn x
)
cosλk y
]
sinλm z +
+
[ (
wmkn sinλn x+ w˜mkn cosλn x
)
sinλk y +
+
(
ψmkn sinλn x+ ψ˜mkn cosλn x
)
cosλk y
]
cosλm z, (2.5)
Åñëè ïîä÷èíèòü ïîëó÷åííûå óíêöèè (2.3)(2.5) âñåì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.11)
(1.13), òî ïðèõîäèì ê çàâèñèìîñòÿì
Umkn =
ν21 λk
λn
V˜mkn, v˜mkn = −
λn
ν21 λk
umkn, u˜mkn =
λk
ν12 λn
vmkn,
Vmkn =
λ2k
ν12 λ2n
vmkn , U˜mkn = −
λn
λk
Vmkn = −
λk
ν12 λn
vmkn,
ϕmkn = −
λm λk
ν12 λ2n
vmkn , Wmkn = −
λk λm
ν12 λ2n
vmkn , ϕ˜mkn =
λm
λk
V˜mkn,
(2.6)
à òàêæå ê óñëîâèÿì
wmkn 6= 0 ïðè λn λk/λm = 0; (2.7)
w˜mkn 6= 0 ïðè: 1)λ
2
n + ν21 λ
2
k = 0; 2)λn λk/λm = 0; (2.8)
ψmkn 6= 0 ïðè: 1)λ
2
k + ν12 λ
2
n = 0; 2)λn λk/λm = 0; (2.9)
ψ˜mkn 6= 0 ïðè: 1)λ
2
n + ν21 λ
2
k = 0; 2)λ
2
k + ν12 λ
2
n = 0; (2.10)
V˜mkn 6= 0 ïðè λ
2
n − ν21 λ
2
k = 0; (2.11)
vmkn 6= 0 ïðè: 1)λ
2
k − ν12 λ
2
n = 0; 2)λ
2
k λm/ν12 λ
2
n = 0; (2.12)
umkn 6= 0 ïðè λn = 0; (2.13)
ïðè÷åì íà íåèçâåñòíóþ W˜mkn , âõîäÿùóþ â (2.3)(2.5), íèêàêèå óñëîâèÿ íå íàêëà-
äûâàþòñÿ.
Ïîäñòàâèâ çàâèñèìîñòè (2.6) â (2.3)(2.5), äëÿ u , v , w ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíûå
âûðàæåíèÿ âèäà
u = −
λn
λm
[ (
wmkn cosλn x− w˜mkn sinλn x
)
sinλk y +
+
(
ψmkn cosλn x− ψ˜mkn sinλn x
)
cosλk y
]
sinλm z +
+
[ ( ν21 λk
λn
V˜mkn sinλn x−
λk
ν12 λn
vmkn cosλn x
)
sinλk y +
+
(
umkn sinλn x+
λk
ν12 λn
vmkn cosλn x
)
cosλk y
]
cosλm z, (2.14)
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v = −
λk
λm
[ (
wmkn sinλn x+ w˜mkn cosλn x
)
cosλk y −
−
(
ψmkn sinλn x+ ψ˜mkn cosλn x
)
sinλk y
]
sinλm z +
+
[ (
vmkn sinλn x−
λn
ν21 λk
umkn cosλn x
)
sinλk y +
+
( λ2k
ν12 λ2n
vmkn sinλn x+ V˜mkn cosλn x
)
cosλk y
]
cosλm z, (2.15)
w =
[ (
−
λm λk
ν12 λ2n
vmkn sinλn x+
λm
λk
V˜mkn cosλn x
)
sinλk y +
+
( λm λk
ν12 λ2n
vmkn sinλn x+ W˜mkn cosλn x
)
cosλk y
]
sinλm z +
+
[ (
wmkn sinλn x+ w˜mkn cosλn x
)
sinλk y +
+
(
ψmkn sinλn x+ ψ˜mkn cosλn x
)
cosλk y
]
cosλm z, (2.16)
ïðè èñïîëüçîâàíèè êîòîðûõ äëÿ ñäâèãîâûõ äåîðìàöèé óñòàíàâëèâàþòñÿ îð-
ìóëû
γxy =
∂u
∂y
+
∂v
∂x
= −2
λk λn
λm
[ (
wmkn cosλn x− w˜mkn sinλn x
)
cosλk y −
−
(
ψmkn cosλn x− ψ˜mkn sinλn x
)
sinλk y
]
sinλm z +
+
ν21 λ
2
k − λ
2
n
λn
V˜mkn sinλn x cosλk y cosλm z +
+
λ2n − ν21 λ
2
k
ν21 λk
umkn sinλn x sinλk y cosλm z +
+
ν12 λ
2
n − λ
2
k
ν12 λn
vmkn cosλn x sinλk y cosλm z, (2.17)
γxz =
∂u
∂z
+
∂v
∂x
= −
(
ν21 λ
2
k − λ
2
n
)
λm
λn λk
V˜mkn sinλn x sinλk y sinλm z −
−
(
umkn λm + λn W˜mkn
)
sinλn x cosλk y sinλm z, (2.18)
γyz =
∂v
∂z
+
∂w
∂y
= −
(
ν12 λ
2
n + λ
2
k
)
λm
ν12 λ2n
vmkn sinλn x sinλk y sinλm z +
+
( λm λn
ν21 λk
umkn − λk W˜mkn
)
cosλn x sinλk y sinλm z −
− 2
λm λ
2
k
ν12 λ2n
vmkn sinλn x cosλk y sinλm z. (2.19)
Èç âûðàæåíèé (2.17)(2.19) âèäíî, ÷òî â ñèëó óñëîâèé, ñîäåðæàùèõñÿ â (2.7)
(2.13), âñåãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî γxy = 0 . Â òî æå âðåìÿ â (2.17)(2.19) ñîäåð-
æàòñÿ è ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùèå íåíóëåâûì ñäâèãîâûì äåîðìàöèÿì γxz è γyz .
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3. Óðàâíåíèÿ ìåòîäà Áóáíîâà è èõ ðåøåíèÿ
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîëîãèåé, èçëîæåííîé â ðàáîòàõ [1, 2℄, â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå â ñèëó ñòðóêòóðû ïîñòðîåííîãî îáùåãî ðåøåíèÿ (2.14)(2.16) íåîáõîäèìî
ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ìåòîäà Áóáíîâà ñëåäóþùèõ âèäîâ
a∫
0
b∫
0
h∫
0
(
−
λn
λm
f1 cosλn x sinλk y sinλm z −
λk
λm
f2 sinλn x cosλk y sinλm z +
+ f3 sinλn x sinλk y cosλm z
)
dx dy dz = 0 ïðè δwmkn 6= 0, (3.1)
a∫
0
b∫
0
h∫
0
(
−
λn
λm
f1 sinλn x sinλk y sinλm z −
λk
λm
f2 cosλn x cosλk y sinλm z +
+ f3 cosλn x sinλk y cosλm z
)
dx dy dz = 0 ïðè δw˜mkn 6= 0, (3.2)
a∫
0
b∫
0
h∫
0
(
−
λn
λm
f1 cosλn x cosλk y sinλm z +
λk
λm
f2 sinλn x sinλk y sinλm z +
+ f3 sinλn x cosλk y cosλm z
)
dx dy dz = 0 ïðè δψmkn 6= 0, (3.3)
a∫
0
b∫
0
h∫
0
(
λn
λm
f1 sinλn x cosλk y sinλm z +
λk
λm
f2 cosλn x sinλk y sinλm z +
+ f3 cosλn x cosλk y cosλm z
)
dx dy dz = 0 ïðè δψ˜mkn 6= 0, (3.4)
a∫
0
b∫
0
h∫
0
(
ν21 λk
λn
f1 sinλn x sinλk y cosλm z + f2 cosλn x cosλk y cosλm z +
+
λm
λk
f3 cosλn x sinλk y sinλm z
)
dx dy dz = 0 ïðè δV˜mkn 6= 0, (3.5)
a∫
0
b∫
0
h∫
0
(
f1 sinλn x cosλk y cosλm z −
−
λn
ν21 λk
f2 cosλn x sinλk y cosλm z
)
dx dy dz = 0 ïðè δumkn 6= 0, (3.6)
a∫
0
b∫
0
h∫
0
f3 cosλn x cosλk y sinλm z dx dy dz = 0 ïðè δW˜mkn 6= 0, (3.7)
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a∫
0
b∫
0
h∫
0
[
λk
ν12 λn
f1 cosλn x (− sinλk y + cosλk y) cosλm z +
+ f2 sinλn x
(
sinλk y +
λ2k
ν12 λ2n
cosλk y
)
cosλm z +
+ f3
λm λk
ν12 λ2n
sinλnx
(
− sinλky + cosλky
)
sinλmz
]
dx dy dz = 0 ïðè δvmkn 6= 0, (3.8)
ãäå
f1 =
[
E∗1
λn
λm
(
λ2n+ ν21 λ
2
k
)
+2G12
λ2k λn
λm
−
λn
λm
Ω2
](
wmkn cosλn x sinλk y sinλm z −
− w˜mkn sinλn x sinλk y sinλm z + ψmkn cosλn x cosλk y sinλm z −
− ψ˜mkn sinλn x cosλk y sinλm z
)
+
[
E∗1
λk
ν12 λn
(
λ2n − ν21 λ
2
k
)
−
−
λk
ν12 λn
Ω2
]
vmkn cosλn x sinλk y cosλm z +
[
−E1
λn λk
ν12
+G12
λk
ν12 λn
(
−λ2k +
+ ν12 λ
2
n
)
+
λk
ν12 λn
Ω2
]
vmkn cosλn x cosλk y cosλm z+
[
−G12
λk
λn
(
ν21 λ
2
k − λ
2
n
)
−
− G12
λ2m
λn λk
(
ν21 λ
2
k + λ
2
m
)
+
ν21 λk
λn
Ω2
]
V˜mkn sinλn x sinλk y cosλm z +
+
{[
G12
ν21
(
−ν21 λ
2
k + λ
2
n
)
−G13 λ
2
m +Ω
2
]
umkn −
− G13 λn λmW˜mkn
}
sinλn x cosλk y cosλm z, (3.9)
f2 =
[
E∗2
λk
λm
(
λ2k+ ν12 λ
2
n
)
+2G12
λk λ
2
n
λm
−
λk
λm
Ω2
](
wmkn sinλn x cosλk y sinλm z +
+ w˜mkn cosλn x cosλk y sinλm z − ψmkn sinλn x sinλk y sinλm z −
− ψ˜mkn cosλn x sinλk y sinλm z
)
+
[
−E∗2 λ
2
k +G12
(
ν21 λ
2
k − λ
2
n
)
+
+ Ω2
]
V˜mkn cosλn x cosλk y cosλm z +
[
E∗2
λ2k
ν12 λn
(
ν12 λ
2
n − λ
2
k
)
−
− 2G23
λ2m λ
2
k
ν12 λ2n
+
λ2k
ν12 λ2n
Ω2
]
vmkn sinλn x cosλk y cosλm z +
+
[
−
G12
ν12
(
−λ2k + ν21 λ
2
n
)
−
λ2mG23
ν12 λ2n
(
ν12 λ
2
n + λ
2
k
)
+Ω2
]
vmkn sinλnx sinλky cosλmz +
+
{[
E∗2
λk λn
ν21
+
G12 λn
ν21 λn
(
−ν21 λ
2
k + λ
2
n
)
+G23
λ2m λn
ν21 λk
−
λn
ν21 λk
Ω2
]
umkn −
− G23 λk λmW˜mkn
}
cosλn x sinλk y cosλm z, (3.10)
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f3 =
[
−G13
λm
λk
(
ν21 λ
2
k + λ
2
n
)
+
λm
λk
Ω2
]
V˜mkn cosλn x sinλk y sinλm z +
+
[
−G23
λm λk
ν12 λ2n
(
ν12 λ
2
n + λ
2
k
)
+
λk λm
ν12 λ2n
Ω2
]
vmkn sinλn x cosλk y sinλm z +
+
[
2G23
λm λ
2
k
ν12 λ2n
−
λm λk
ν12 λ2n
Ω2
]
vmkn sinλn x sinλk y sinλm z +
+
[(
−G13 λm λn +G23
λm λn
ν21
)
umkn +
(
−λ2nG13 − λ
2
k G23 +
+ Ω2
)
W˜mkn
]
cosλn x cosλk y sinλm z +Ω
2
[(
wmkn sinλn x +
+ w˜mkn cosλn x
)
sinλk y +
(
ψmkn sinλn x+ ψ˜mkn cosλn x
)
cosλk y
]
cosλm z.
(3.11)
Êðîìå óðàâíåíèé (3.1) (3.8) â êàæäîé òî÷êå ðàññìàòðèâàåìîãî òåëà ïîñòðîåí-
íûå ðåøåíèÿ (2.3)(2.5) â ñèëó ïðèíÿòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ σz ≡ 0 äîëæíû óäîâëå-
òâîðÿòü ðàâåíñòâó (1.16).
Ïîäñòàâèâ òåïåðü (3.9)(3.11) â (3.1), ïðè óñëîâèè wmkn 6= 0 ïîëó÷èì õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
−
λn
λm
[
E∗1
λn
λm
(
λ2n + ν21 λ
2
k
)
+ 2G12
λ2k λn
λm
−
λn
λm
Ω2
]
−
−
λk
λm
[
E∗2
λk
λm
(
λ2k + ν12 λ
2
n
)
+ 2G12
λ2n λk
λm
−
λk
λm
Ω2
]
+Ω2 = 0. (3.12)
êîòîðîìó îòâå÷àåò ÷àñòíîå ðåøåíèå
u = −
λn
λm
wmkn cosλn x sinλk y sinλm z,
v = −
λk
λm
wmkn sinλnx cosλky sinλmz, w = wmkn sinλnx sinλky cosλmz.
(3.13)
Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.1) íà óðàâíåíèå (3.12) è ðåøåíèå (3.13) äîëæíû áûòü íàëî-
æåíû äâà âàðèàíòà óñëîâèé. Â ïåðâîì ñëó÷àå, êîãäà λn = 0 , λk 6= 0 , èç óðàâíåíèÿ
(3.12) ñëåäóåò îðìóëà
Ω2(1) =
E∗2 λ
4
k
λ2k + λ
2
m
, (3.14)
íî ïðè ýòîì, êàê ñëåäóåò èç (3.13), èìååì ðàâåíñòâà u = 0 , v = 0 , w = 0 . Ñëå-
äîâàòåëüíî, äàííîå ðåøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì äëÿ ïëàñòèíû êîíå÷íûõ
ðàçìåðîâ.
Âî âòîðîì ñëó÷àå, êîãäà λk = 0 , λn 6= 0 , èç (3.12) ïîëó÷àåì îðìóëó
Ω2(2) =
E∗1 λ
4
n
λ2n + λ
2
m
, (3.15)
è ïðè ýòîì, êàê ñëåäóåò èç (3.13), òàêæå èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà u = 0 , v = 0 ,
w = 0 .
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óñëîâèå λn λk/λn = 0 , íàêëàäûâàåìîå íà ðåøåíèå (3.13),
à òàêæå è íà äðóãèå ðåøåíèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ â (2.14)(2.16), âûòåêàåò èç ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé
∂u
∂y
+
∂v
∂x
= 0 , îðìóëèðóåìûõ äëÿ ãðàíåé x = 0 , x = a è y = 0 ,
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y = b , îðìóëû (3.14) è (3.15) ïðè λm = 0 ÿâëÿþòñÿ ÷àñòîòàìè êîëåáàíèé áåñêî-
íå÷íî äëèííîé (ðåøåíèå (1.15)) è áåñêîíå÷íî øèðîêîé (ðåøåíèå (1.14)) ïëàñòèí â
ñîîòâåòñòâóþùèõ îñåâûõ íàïðàâëåíèÿõ, êîòîðûå ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîìåðíûõ çàäà÷.
Äëÿ âñåõ äðóãèõ ðåøåíèé, â êîòîðûõ íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûå ïå-
ðåìåùåíèÿ w˜mkn , ψmkn , ψ˜mkn , êàê ñëåäóåò èç (2.9)(2.11), îäíîâðåìåííî äîëæíû
áûòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ λn = 0 è λk = 0 . Ïðè ïîäñòàíîâêå âûðàæåíèé (3.9)
(3.11) â óðàâíåíèÿ (3.2)(3.4) ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ñèëó ýòèõ óñëîâèé âñå ðå-
øåíèÿ, ñëåäóþùèå èç óðàâíåíèé (3.2)(3.4), ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè (Ω2 = 0) è
íåäåéñòâèòåëüíûìè äëÿ ïëàñòèíû êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ.
Îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèþ (3.5). Ïðè ïîäñòàíîâêå â íåãî âûðàæåíèé (3.9)(3.11)
ïðè óñëîâèè V˜mkn 6= 0 ïðèõîäèì ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ
ν21λk
λn
[
−G12
λk
λn
(
ν21λ
2
k − λ
2
n
)
−G13
λ2m
λnλk
(
ν21λ
2
k + λ
2
n
)
+
ν21λk
λn
Ω2
]
− E2λ
2
k +
+ G12
(
ν21λ
2
k − λ
2
n
)
+
λm
λk
[
−G13
λm
λk
(
ν12λ
2
k + λ
2
n
)
+
λm
λk
Ω2
]
+Ω2 = 0, (3.16)
êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå
u =
ν21 λk
λn
V˜mkn sinλn x sinλk y cosλm z,
v = V˜mkn cosλnx cosλky cosλmz, w =
λm
λk
V˜mkn cosλnx sinλky sinλmz.
(3.17)
Òàê êàê íà äàííîå ðåøåíèå è óðàâíåíèå (3.16) ñîãëàñíî (2.11) äîëæíî áûòü
íàëîæåíî óñëîâèå λ2n = ν21 λ
2
k , òî ïðè åãî âûïîëíåíèè èç (3.16) ñëåäóåò îðìóëà
Ω2(4) =
E2 λ
4
k + 4 ν21G13 λ
2
m λ
2
k
λ2m + (1 + ν21)λ
2
k
, (3.18)
ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþùàÿ ïî ñòðóêòóðå ñ àíàëîãè÷íîé îðìóëîé ðà-
áîòû [3℄, ñîîòâåòñòâóþùåé èçãèáíî-ñäâèãîâûì ÔÑÊ.
Ïîä÷èíèâ äàëåå ðåøåíèå (3.17) ðàâåíñòâó (1.19), ñ ó÷åòîì íàëîæåííîãî íà íåãî
óñëîâèÿ λ2n = ν21 λ
2
k ïîëó÷èì ðàâåíñòâî λ
2
m = ν23 λ
2
k . Ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè îð-
ìóëà (3.18) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
Ω2(4) =
E2 + 4 ν21 ν23G13
1 + ν21 + ν23
λ2k. (3.19)
Ýòèì ÷àñòîòàì ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâåííàÿ îðìà ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé, îïè-
ñûâàåìàÿ óíêöèÿìè
u =
ν21√
ν21
V˜mkn sinλn x sinλk y cosλm z,
v = V˜mkn cosλnx cosλky cosλmz,
w =
√
ν23 V˜mkn cosλnx sinλky sinλmz.
(3.20)
ÿâëÿþùèìèñÿ ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíû z =
= h/2 , ïðè èñïîëüçîâàíèè êîòîðûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîïåðå÷íûõ ñäâèãîâûõ äå-
îðìàöèé ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ
γxz = −2 ν21
√
ν23
ν21
λk V˜mkn sinλn x sinλk y sinλm z, γyz ≡ 0.
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Ïðèíöèïèàëüíî âàæíî îòìåòèòü, ÷òî îðìóëà (3.19) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îð-
ìóëû Ω 2(y) = E
∗
2 λ
2
k èç (1.15), íî, â îòëè÷èå îò íåå, èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè âûïîë-
íåíèè óñëîâèé λ2n = ν21 λ
2
k , λ
2
m = ν23 λ
2
k , à ðåøåíèå (3.20), â îòëè÷èå îò ðåøåíèÿ
u = Un cosλn x , v = w = 0 , óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (1.19). Óêàçàííûå óñëîâèÿ
ïðåäñòàâèìû â âèäå
n b
k h
=
√
ν21,
m b
k h
=
√
ν23,
(3.21)
ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ äëÿ ïëàñòèíû äàæå èç èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, êîãäà
Gαβ = G = E/[2 (1 + ν)] , èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Ω(4) < Ω(y) , òàê êàê
E∗2 + 4 ν21 ν23G13
1 + ν21 + ν23
=
1 + ν + 2 ν2
1 + 3 ν + 2 ν2
< 1.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè ν = 0.3 − Ω2(4) ≈ 0.71Ω
2
(y) , òî åñòü êîãäà èçâåñòíîå êëàññè÷åñêîå
ðåøåíèå, íå óäîâëåòâîðÿþùåå èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ σz ≡ 0 , ïî÷òè â 1.2 ðà-
çà çàâûøàåò ÷àñòîòó êîëåáàíèé (3.19), èìåþùóþ ìåñòî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
(3.21).
Èç óðàâíåíèé (3.6), (3.7) ïðè ïîäñòàíîâêå â íèõ âûðàæåíèé (3.9)(3.11) ñëåäóåò
ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé[
G12
ν21
(
−ν21 λ
2
k + λ
2
n
)
−G13 λ
2
m +Ω
2
]
umkn −G13 λn λm W˜mkn −
−
λn
ν21 λk
{[
E∗2
λk λn
ν21
+G12
λn
ν21 λk
(
−ν21 λ
2
k + λ
2
n
)
+G23
λ2m λn
ν21 λk
−
−
λn
ν21 λk
Ω2
]
umkn −G23 λk λm W˜mkn
}
= 0, (3.22)
[
−G13 λm λn +
λm λn
ν21
]
umkn +
(
−λ2nG13 − λ
2
k G23 +Ω
2
)
W˜mkn = 0, (3.23)
êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ
u = umkn sinλnx cosλky cosλmz,
v = −
λn
ν21λk
umkn cosλnx sinλky cosλmz,
w = W˜mkn cosλnx cosλky sinλmz.
(3.24)
Òàê êàê â umkn 6= 0 ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì (2.13) òîëüêî ïðè λn = 0 , òî èç
âûðàæåíèé (3.24) ñëåäóþò ðàâåíñòâà u = 0 , v = 0 . Ïîñëåäíèå áóäóò âûïîëíåíû
è ïðè óñëîâèè umkn ≡ 0 , ÷òî ïðèâîäèò âìåñòî ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.22), (3.23) ê
îäíîìó óðàâíåíèþ (
−λ2nG13 − λ
2
k G23 +Ω
2
)
W˜mkn = 0 (3.25)
ïðè ïðîèçâîëüíûõ n è k . Â ñèëó òîãî, ÷òî íà W˜mkn íå íàëîæåíû êàêèå-ëèáî
óñëîâèÿ, èç (3.25) ñëåäóåò îðìóëà
Ω 2(5) = G13 λ
2
n + G23 λ
2
k. (3.26)
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Îáðàòèìñÿ, íàêîíåö, ê ïîñëåäíåìó óðàâíåíèþ (3.8). Ïîäñòàâèâ â íåãî âûðàæå-
íèÿ (3.9)(3.11), ïðè óñëîâèè vmkn 6= 0 ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
λk
ν12λn
[
−
E∗1λk
ν12λn
(
λ2n − ν21λ
2
k
)
+
λk
ν12 λn
Ω2 −E1
λn λk
ν12
+G12
λk
ν12λn
(
−λ2k + ν12 λ
2
n
)]
−
−
G12
ν12
(
−λ2k + ν12 λ
2
n
)
−
λ2m
ν12 λ2n
G23
(
ν12 λ
2
n + λ
2
k
)
+Ω 2 +
+
λ2k
ν12 λ2n
[
E∗2
λ2k
ν12 λ2n
(
ν12 λ
2
n − λ
2
k
)
− 2G23
λ2m λ
2
k
ν21 λ2n
+
λ2k
ν12 λ2n
Ω 2
]
−
−
λm λk
ν12 λ2n
[
2G23
λm λ
3
k
ν12 λ2n
+G23
λm λk
ν12 λ2n
(
ν12 λ
2
n + λ
2
k
)
− 2
λm λk
ν12 λ2n
Ω2
]
= 0, (3.27)
ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèþ
u = −
λk
ν12 λn
vmkn cosλn x
(
sinλk y − cosλk y
)
cosλm z,
v = vmkn sinλn x
(
sinλk y −
λ2k
ν12 λ2n
cosλk y
)
cosλm z,
w = −
λm λk
ν12 λ2n
vmkn sinλn x
(
sinλk y − cosλk y
)
sinλm z.
(3.28)
Åñëè íàëîæèòü íà óðàâíåíèå (3.27) è ðåøåíèå (3.28) ïåðâîå óñëîâèå èç (2.12),
òî èç (3.27) ìîæíî ïîëó÷èòü îðìóëó
Ω 2(6) =
E∗1 λ
4
n + 4G23 ν12 λ
2
m λ
2
n
λ2m + (1 + ν12)λ
2
n
, (3.29)
êîòîðàÿ ïî ñòðóêòóðå ñîâïàäàåò ñ îðìóëîé (3.19) è ïî òåîðèè ïëàñòèí òèïà Òè-
ìîøåíêî ñîîòâåòñòâóåò èçãèáíî-ñäâèãîâûì ÔÑÊ [3℄. Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå λ2k/(ν12 λ
2
n) = 1 , òî âòîðîå óñëîâèå èç (2.12) ïðèíèìàåò âèä λm = 0 . Ïðè
åãî èñïîëüçîâàíèè èç (3.29) ñëåäóåò îðìóëà
Ω 2(7) =
E1 λ
2
n
1 + ν12
, (3.30)
à ðåøåíèå (3.28) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
u =
√
ν12
ν12
v0kn cosλn x
[
sin
(
λn
√
ν12 y
)
− cos
(
λn
√
ν12 y
)]
,
v = v0kn sinλn x
[
sin
(
λn
√
ν12 y
)
+ cos
(
λn
√
ν12 y
)]
, w ≡ 0.
(3.31)
Íî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå (3.31) ïðîòèâîðå÷èò ïðèíÿòîìó èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ
σz = 0 , âûðàæåííîìó ðàâåíñòâîì (1.16). Ïîýòîìó îíî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
äîëæíî áûòü çàìåíåíî íà ðàâåíñòâî εz = 0 (w = 0), â ñèëó êîòîðîãî ïåðâûå äâà
ñîîòíîøåíèÿ (1.2) íåîáõîäèìî çàïèñàòü â âèäå
σx = g11
( ∂u
∂x
+ ν˜21
∂v
∂y
)
; σy = g22
( ∂v
∂y
+ ν˜12
∂u
∂x
)
,
ãäå
ν˜21 =
ν21 + ν23 ν13
1− ν23 ν32
, ν˜12 =
ν12 + ν12 ν32
1− ν31 ν13
.
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Ïðè ýòîì â óðàâíåíèÿõ (1.10) âåëè÷èíû E∗1 , E
∗
2 çàìåíÿþòñÿ íà âåëè÷èíû g11 , g22 ,
à âåëè÷èíû ν12 , ν21  íà ν˜12 , ν˜21 ñîîòâåòñòâåííî. Òàêóþ æå çàìåíó íåîáõîäèìî
îñóùåñòâèòü â ðåøåíèè (3.28) è â óðàâíåíèè (3.27), à âìåñòî íàêëàäûâàåìîãî íà
íèõ óñëîâèÿ λ2k = ν12 λ
2
n ïðèõîäèì ê óñëîâèþ λ
2
k = ν˜12 λ
2
n . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè ñ ó÷åòîì (1.2) èìååò ìåñòî ïðåîáðàçîâàíèå âèäà
g11
(
1− ν˜12 ν˜21
)
=
E1
1− ν13 ν31
= E˜1, E˜1 =
E1
1− ν13 ν31
.
Â ñèëó óêàçàííûõ çàìåí è ïðåîáðàçîâàíèé â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðèõîäèì
ê îðìóëå
Ω 2(6) =
E˜1 λ
4
n + 4G23 ν˜12 λ
2
m λ
2
n
λ2m + (1 + ν˜12)λ
2
n
, (3.32)
çàìåíÿþùåé îðìóëó (3.29), êîòîðàÿ ñ ó÷åòîì âòîðîãî óñëîâèÿ ïðèíèìàåò âèä
Ω 2(7) =
E˜1 λ
2
n
1 + ν˜12
=
E1 λ
2
n
(1 + ν˜12) (1 + ν13 ν31)
. (3.33)
×àñòîòàì êîëåáàíèé, îïðåäåëÿåìûì ïî ïîëó÷åííîé îðìóëå (3.32), â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ñëó÷àå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðåøåíèå (3.31), â êîòîðîì âåëè÷èíà ν12
äîëæíà áûòü çàìåíåíà íà âåëè÷èíó ν˜12 .
4. Àíàëèç ïîñòðîåííûõ ðåøåíèé
Óñòàíîâëåííàÿ îðìóëà (3.30) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ îðìóëîé (1.9), ïîëó÷åí-
íîé â ðàáîòå [2℄ â ðàìêàõ ïëîñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè. Îäíàêî
ýòîé îðìóëå ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå îðìû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé: óíêöèè (3.31)
â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è è óíêöèè âèäà
u = u0nk cosλky cosλnx,
v =
λk
λn
v0nk sinλky sinλnx,
λ2k = ν12 λ
2
n,
ïðè èñïîëüçîâàíèè êîòîðûõ ïåðåìåùåíèå w îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà (1.16),
â ðàìêàõ ïëîñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Åñëè â îðìóëå (3.18) ïðèíÿòü λm = 0 ,
òî â äîïîëíåíèå ê (3.30) ïðèõîäèì ê îðìóëå
Ω 2 =
E∗2 λ
2
k
1 + ν21
, (4.1)
êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò îðìû êîëåáàíèé, îïèñûâàþùèåñÿ óíêöèÿìè
u =
ν21λk
λn
V˜0kn sinλnx sinλky,
v = V˜0kn cosλnx cosλky,
w = 0, λ2n = ν21 λ
2
k.
(4.2)
Ôîðìóëà (4.1), ñîîòâåòñòâóþùèå åé óíêöèè u , v è óñëîâèå, çàäàâàåìûå (4.2),
ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ îðìóëîé (1.9), ñîîòâåòñòâóþùèìè åé óíêöèÿìè u , v
è óñëîâèåì λ2n = ν21 λ
2
k ðàáîòû [2℄. Îäíàêî ìåæäó ýòèìè ðåøåíèÿìè èìååòñÿ
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è ðàçëè÷èå  w = 0 â ðåøåíèè (4.2), à â ðàìêàõ ïëîñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è w
îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà (1.16). Àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà èìååò ìåñòî è ïðè ñðàâíå-
íèè îðìóëû (1.8), ñîîòâåòñòâóþùåé ïëîñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è [2℄, ñ îðìóëîé
(3.30), ïîëó÷åííîé íà îñíîâå ïðîñòðàíñòâåííîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Â ñâÿçè ñ ýòèì
äîïîëíÿþùåé ê (3.33) âìåñòî (4.1) ÿâëÿåòñÿ îðìóëà
Ω 2 =
E˜2 λ
2
k
1 + ν˜21
=
E2 λ
2
k
(1 + ν˜21) (1− ν23 ν32)
.
êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ (3.31) ïðè λ2n = ν˜21 λ
2
k è w = 0 .
Ñëåäóåò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî çàäà÷à (1.10)(1.13) è ïîñòðîåííîå äëÿ íåå ðåøåíèå
(2.14)(2.16), â îòëè÷èå îò [2℄, íå ïðèâîäèò ê îðìóëå (1.7) è ñîîòâåòñòâóþùèì åé
óíêöèÿì âèäà
u = unk sinλk y cosλn x,
v = −
λk
λn
unk cosλk y sinλn x,
íà êîòîðûå íå íàêëàäûâàþòñÿ íèêàêèå îãðàíè÷åíèÿ. Ôîðìóëû âèäà (1.7) áûëè
ïîëó÷åíû è â ðàáîòå [1℄, íî èñõîäÿ èç íåóïðîùåííûõ óðàâíåíèé ïðîñòðàíñòâåííîé
çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè. Îäíàêî èì ñîîòâåòñòâóþò òîëüêî òðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ
u = 0 , v = 0 , w = 0 .
Îïèñàííûå âûøå ÔÑÊ, êàê è âñå óñòàíîâëåííûå â ðàáîòå [1℄, ÿâëÿþòñÿ áåç-
ñäâèãîâûìè â îòëè÷èå îò ðåøåíèÿ (3.20) è ñîîòâåòñòâóþùåé åé îðìóëû (3.19),
ê êîòîðûì ïðèâîäèò ðàññìàòðèâàåìàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå óïðîùåííàÿ ïðîñòðàí-
ñòâåííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Åå ðåøåíèåì, ïîñòðîåííûì íà îñíîâå òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ áàçèñíûõ óíêöèé, îïèñûâàþòñÿ òàêæå ÷èñòî ïîïåðå÷íî-ñäâèãîâûå ÔÑÊ,
êîòîðûì äëÿ îïðåäåëåíèÿ Ω 2 ñîîòâåòñòâóåò îðìóëà (3.26). Îíà ïîëíîñòüþ ñîâ-
ïàäàåò ñ àíàëîãè÷íîé îðìóëîé, óñòàíîâëåííîé â ðàáîòå [3℄ íà îñíîâå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé òåîðèè ïëàñòèí òèïà Òèìîøåíêî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ñòåïå-
íè èõ òî÷íîñòè äëÿ îïèñàíèÿ ïîïåðå÷íî-ñäâèãîâûõ è ïîïåðå÷íî-èçãèáíî-ñäâèãîâûõ
îðì êîëåáàíèé. Íî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå åé ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå
u = 0, v = 0, w = W˜mnk cosλn x cosλk y sinλm z
çàäà÷è (1.10)(1.13), êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò ñëåäóþùåìó èç ðàâåíñòâà (1.16) óñëî-
âèþ ∂w/∂z = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòàìè (3.26) ÿâëÿþòñÿ íåäåéñòâè-
òåëüíûìè, à ðåøåíèå âèäà
u = 0, v = 0, w =W0 cosλn x cosλk y
è îðìóëà (3.26) ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíåíèé òåîðèè Òèìîøåíêî â âèäó ïîëîæåííûõ
â èõ îñíîâó ïðèáëèæåííûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ïåðåìåùåíèé u , v , w , íå óäîâëå-
òâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.13).
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå îññèéñêîãî îíäà óíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò  09-01-00323-à) è ïî åäåðàëüíîé öåëå-
âîé ïðîãðàììå ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé îñ-
ñèè¿ (ìåðîïðèÿòèå 1.1 ¾Ïðîâåäåíèå íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé êîëëåêòèâàìè íàó÷íî-
îáðàçîâàòåëüíûõ öåíòðîâ¿,  2009-1.1-112-049-024, ãîñ. êîíòðàêò  02.740.11.0205
îò 7 èþëÿ 2009 ã.).
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Summary
V.N. Paimushin, T.V. Polyakova. Analytial Solutions for the Free Vibration Problem
of a Thin Retangular Parallelepiped (Plate) with Free Edges.
Using trigonometri basis funtions we found exat analytial solutions for the free vibration
problem of a thin retangular plate with free edges. The problem was formulated by the three-
dimensional equations of the theory of elastiity, whih were simplied by supposing that the
normal stress through the thikness of the plate is equal to zero.
Key words: retangular plate, free edges, free vibrations, simplied spatial problem, trigo-
nometri basis funtions, Bubnov method, vibration frequeny, vibration mode, without shear
mode, exural-shear mode, purely shear mode.
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